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Reliability and CTMCs

When using CTMCs for computing the Reliability of a system, 
special care should be taken.

In particular, even if the state space can be computed using the 
techniques seen in the previous lessons, the transitions must be 
defined in a special way.

Moreover, as a difference with respect to the computation of 
Availability using CTMCs, the structure of the CTMC not only 
depends on the components, but also on how they are 
connected (e.g. in series or in parallel).
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Matrix exponential

We have seen that the transient solution of a CTMC can be 
computed solving the following ODE:
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Matrix exponential

The Matrix exponential is thus a solution of the Chapman-Kolmogorov 
equation, in particular, since eQ * 0=I, we have:
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dπ t( )
dt

= π t( ) ⋅Q

π t( ) = π 0( ) ⋅eQt

Several efficient algorithms exists to efficiently compute the matrix 
exponential.

Most of mathematical packages includes functions for computing it: 
for example Octave and Matlab have a function called expm(M).
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Solution with Matrix exponential
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MTTF1 = 10;
MTTF2 = 20;
MTTR1 = 2;
MTTR2 = 3;

l1 = 1/MTTF1;
l2 = 1/MTTF2;
m1 = 1/MTTR1;
m2 = 1/MTTR2;

Q = [-l1-l2,  l1  ,  l2  ,  0;
m1 ,-m1-l2,   0  , l2;
m2 ,   0  ,-m2-l1, l1;
0 ,  m2  ,  m1  ,-m2-m1];

p0 = [1, 0, 0, 0];

t = linspace(0,10,101);
for i=1:size(t,2)

Sol(:,i) = p0 * expm(Q * t(i));
end

plot(t, Sol, "-")

Q =

− 1λ − 2λ 1λ 2λ
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(in this case, the same code will work 
both in Octave and Matlab)
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State classification

In a CTMC, a state can either be:

» Ergodic
» Transient
» Absorbing
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Ergodic States

An Erogodic (or recurrent) state, is a state that can return indefinitely 
in time.

Ergodic are the “normal” states of a system.

For ergodic states it is meaningful to compute the steady-state
distribution.
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Transient States

Transient states are the one for which their probability tends to zero 
(in finite chains) as the time goes to infinity.

They are states that sooner or later will be abandoned by the system.
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Transient States

If there are transient states, the chain may have more than one Strong 
components: that is a subset of the states where the system might 
be “trapped” inside.

If there are more than one strong components, the steady-state 
solution is not unique, and depends on the initial state of the 
model. Moreover it has a different meaning, since once a 
component has been chosen, the other will have zero probability.
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Absorbing States

A state in which there are no output transitions is called an Absorbing
state.

An absorbing state is a strong component, composed by a single state.

When the system reaches an absorbing state, it is trapped inside it 
forever.
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Absorbing States

In the infinitesimal generator of a CTMC, the presence of absorbing 
states corresponds to lines entirely composed of zeros.
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Absorbing States

If there is a single absorbing state, its steady-state probability is 1, 
and the steady-state probability of all the other states is 0.

§ If there are more than one absorbing state, since they are 
strong components, their steady state distribution depends 
on the initial state of the model.

Even if their steady-state distribution is trivial, their transient 
probability can be used to study interesting properties of a 
system.

To compute Reliability, absorbing states must be used, and their 
distribution should be computed.
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Reliability of a single component

We have seen for availability, that a single (repairable) component, 
can be modeled by a two state CTMC:
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50 CAPITOLO 3. AFFIDABILITÀ DEI SISTEMI: SISTEMI RIPARABILI

Poichè il sistema al tempo t deve necessariamente essere o funzionante o guasto (gli
stati b e g sono esaustivi e mutualmente escluentesi), si deve avere:

A(t) + U(t) = 1

Si vuol qui ricordare che mentre l’a±dabilità R(t) rappresenta la probabilità che
il sistema non manifesti guasti nell’intervallo 0 ° t, la disponibilità fornisce invece la
probabilità che il sistema sia funzionante al tempo t indipendentemente da eventuali
cicli guasto/riparazione già percorsi. La disponibilità (o l’indisponibilità) è quindi la
grandezza solitamente più significativa per chi usa o esercisce l’impianto o il sistema,
perchè fornisce una misura del grado di fiducia con cui si può disporre del bene nel
momento in cui ne occorre l’uso. La disponibilità accorpa in un’unica funzione sia il
comportamento al guasto del sistema, che le sue caratteristiche di riparabilità; infatti,
un sistema è altamente disponibile se complessivamente i periodi trascorsi nello stato
b sono lunghi rispetto ai periodi trascorsi nello stato g, cioè il sistema si guasta poco
e viene riparato in fretta. Un sistema disponibile deve quindi avere buona a±dabilità
(bassa probabilità di guasto) e buona manutenibilità (elevata probabilità di riparazione).

3.3.1 Calcolo della disponibilità

Si supponga che i tassi di guasto e di riparazione siano costanti e siano indicati, rispet-
tivamente, con ∏ e µ.
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Figura 3.2: Diagramma degli stati di un sistema riparabile.

L’evoluzione nel tempo del sistema riparabile può essere rappresentata dal grafo
etichettato di Figura 3.2, dove, al solito, b indica lo stato di buon funzionamento e g lo
stato di guasto. La transizione etichettata ∏ rappresenta il processo di guasto (passaggio
da b a g), mentre la transizione etichettata µ rappresenta la riparazione. Lo studio e
la soluzione di modelli, quali quello di Figura 3.2, verrà aÆrontato in modo sistematico
nel Capitolo 5. Nel seguito vengono indicati i passi principali per aÆrontare l’analisi del
problema. Siano Pb(t) e Pg(t),rispettivamente, le probabilità di essere nello stato b o g

al tempo t, si avrà per definizione A(t) = Pb(t) e U(t) = Pg(t). Per calcolare Pb(t),
si osservi che la variazione di probabilità di essere nello stato b al tempo t è pari alla

λ =
1

MTTF

µ =
1

MTTR

Q =
−λ λ
µ −µ

For reliability, we are not interested in considering the repair: we 
can thus remove the arc that returns on the up state.

Q = −λ λ
0 0

l

1 0

1 0
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Reliability of a single component

The system enters the absorbing state when it fails, and never 
leaves it.
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The transient distribution of the absorbing state, corresponds to the 
transient probability of the system having failed.

By definition, this is the Unreliability of the system. The Reliability
can then be obtained accordingly

Q = −λ λ
0 0

l1 0

F(t) = π 0 (t) R(t) =1−F(t) =1−π 0 (t)
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Two components case

Let us now consider a two component system, and compute its reliability

We have to make all the states where the system is down (Wd) absorbing 
by deleting all the outgoing transitions.

However this creates a different CTMC for each configuration.
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4.1. LO SPAZIO DEGLI STATI 75

con cui i componenti sono connessi nel sistema, si può sempre dire che, se i com-
ponenti sono binari (a due stati), il sistema può trovarsi in uno e uno solo dei
N = 22 = 4 possibili stati s1 = {0, 0} s2 = {0, 1} s3 = {1, 0} s4 = {1, 1}.
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Figura 4.1: Spazio degli stati di un sistema a 2 componenti.

Lo stato s1 = {1, 1} rappresenta la condizione in cui x1 = 1 e x2 = 1 (sia A1 che
A2 sono funzionanti), lo stato s2 = {0, 1} rappresenta la condizione in cui x0 = 1 e
x2 = 1 (A1 è guasto e A2 funziona), lo stato s3 = {1, 0} la condizione in cui x1 = 1
e x2 = 0 (A1 funziona e A2 è guasto) e, infine, lo stato s4 = {0, 0} la condizione
in cui x1 = 0 e x2 = 0 (sia A1 che A2 sono guasti). La Figura 4.1 rappresenta in
modo completo un sistema a due componenti e ogni sua possibile evoluzione. Gli
stati del sistema sono enumerati nella Tabella 4.1, ordinati in base al numero di
guasti dei componenti.

Example 4.2 - Sistema a tre componenti
In un sistema con n = 3 componenti, lo spazio degli stati avrà dimensione N =
23 = 8. L’elenco dei possibili stati del sistema, ordinati in base al numero di guasti,
è riportato nella Tabella 4.2, mentre la Figura (4.2) mostra lo spazio degli stati
nella forma di grafo etichettato.

Gli stati (s1, s2, . . . , sN ) dello spazio degli stati S formano un insieme esaustivo e
disgiunto. Esaustivo significa che il sistema deve trovarsi necessariamente in uno degli
stati contenuto in S; disgiunto significa che il sistema può trovarsi in uno e uno solo
stato.

Tutti gli stati di un sistema possono essere enumerati, individuando tutte le possibili
combinazioni dei valori della variabile binaria (xi = 0, 1) per gli n componenti. Rag-
gruppando gli stati, come nella Tabella 4.2, in funzione del numero di guasti e indicando
con Nk il numero di stati del sistema corrispondenti a k componenti guasti, si ha:

l1

l2

l2

l1
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Figura 4.2: Spazio degli stati di un sistema a 3 componenti.
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Figura 4.3: Configurazione serie a) e parallelo b) in un sistema a 2 componenti.

Per la connessione di tipo parallelo (Figura 4.3b), l’unico stato di guasto è lo stato
s4 = {0, 0}, per cui possiamo definire:

Nb = 3 Sb = { 1, 2, 3 } ; Ng = 1 Sg = { 4 } (4.4)

Si può integrare la Tabella 4.1 aggiungendo una colonna, per ogni configurazione,
in cui si eplicita la condizione del sistema (b =buono, g =guasto) nello stato cor-
rispondente (Tabella 4.3).

Example 4.4 - Sistema a tre componenti
Il grafo di Figura 4.2 rappresenta lo spazio degli stati per qualunque sistema con n =
3 componenti. L’attribuzione di ogni singolo stato di Tabella 4.2 al sottoinsieme Sb

Wu = {s1}
Wd = {s2, s3, s4}

Wu = {s1, s2, s3}
Wd = {s4}
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Two components case: parallel system

For the parallel system, the only state belonging to Wd is already 
absorbing:
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4.1. LO SPAZIO DEGLI STATI 75

con cui i componenti sono connessi nel sistema, si può sempre dire che, se i com-
ponenti sono binari (a due stati), il sistema può trovarsi in uno e uno solo dei
N = 22 = 4 possibili stati s1 = {0, 0} s2 = {0, 1} s3 = {1, 0} s4 = {1, 1}.
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Figura 4.1: Spazio degli stati di un sistema a 2 componenti.

Lo stato s1 = {1, 1} rappresenta la condizione in cui x1 = 1 e x2 = 1 (sia A1 che
A2 sono funzionanti), lo stato s2 = {0, 1} rappresenta la condizione in cui x0 = 1 e
x2 = 1 (A1 è guasto e A2 funziona), lo stato s3 = {1, 0} la condizione in cui x1 = 1
e x2 = 0 (A1 funziona e A2 è guasto) e, infine, lo stato s4 = {0, 0} la condizione
in cui x1 = 0 e x2 = 0 (sia A1 che A2 sono guasti). La Figura 4.1 rappresenta in
modo completo un sistema a due componenti e ogni sua possibile evoluzione. Gli
stati del sistema sono enumerati nella Tabella 4.1, ordinati in base al numero di
guasti dei componenti.

Example 4.2 - Sistema a tre componenti
In un sistema con n = 3 componenti, lo spazio degli stati avrà dimensione N =
23 = 8. L’elenco dei possibili stati del sistema, ordinati in base al numero di guasti,
è riportato nella Tabella 4.2, mentre la Figura (4.2) mostra lo spazio degli stati
nella forma di grafo etichettato.

Gli stati (s1, s2, . . . , sN ) dello spazio degli stati S formano un insieme esaustivo e
disgiunto. Esaustivo significa che il sistema deve trovarsi necessariamente in uno degli
stati contenuto in S; disgiunto significa che il sistema può trovarsi in uno e uno solo
stato.

Tutti gli stati di un sistema possono essere enumerati, individuando tutte le possibili
combinazioni dei valori della variabile binaria (xi = 0, 1) per gli n componenti. Rag-
gruppando gli stati, come nella Tabella 4.2, in funzione del numero di guasti e indicando
con Nk il numero di stati del sistema corrispondenti a k componenti guasti, si ha:
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Figura 4.3: Configurazione serie a) e parallelo b) in un sistema a 2 componenti.

Per la connessione di tipo parallelo (Figura 4.3b), l’unico stato di guasto è lo stato
s4 = {0, 0}, per cui possiamo definire:

Nb = 3 Sb = { 1, 2, 3 } ; Ng = 1 Sg = { 4 } (4.4)

Si può integrare la Tabella 4.1 aggiungendo una colonna, per ogni configurazione,
in cui si eplicita la condizione del sistema (b =buono, g =guasto) nello stato cor-
rispondente (Tabella 4.3).

Example 4.4 - Sistema a tre componenti
Il grafo di Figura 4.2 rappresenta lo spazio degli stati per qualunque sistema con n =
3 componenti. L’attribuzione di ogni singolo stato di Tabella 4.2 al sottoinsieme Sb

Wu = {s1, s2, s3}
Wd = {s4}

Q =

−λ1 −λ2 λ1 λ2 0
0 −λ2 0 λ2
0 0 −λ1 λ1
0 0 0 0
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Example: change of failure rate (1)

Consider a dual core system: two tasks are run in parallel on the two 
cores. Since they use the CPU at different levels, the core running 
task 1 has an higher failure rate (l1) than the core running task 2 
(failure rate l2).

Task 1 Task 2

If one of the two cores fail, the surviving one will take care of both tasks. 
This however will lead to an increased failure rate l3

Task 1
Task 2 +
Task 1

λ1 λ2

λ3
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Example: change of failure rate (2)

The corresponding Markov chain becomes:

1 1

0 1

1 0

0 0

λ1

λ3

λ3

λ2

λ3 > λ1 > λ2

Q =

−λ1 −λ2 λ1 λ2 0
0 −λ3 0 λ3
0 0 −λ3 λ3
0 0 0 0
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Example: change of failure rate (3)

The two components are in parallel (even if the failure rate changes):

1 1

0 1

1 0

0 0

λ1

λ3

λ3

λ2

Q =

−λ1 −λ2 λ1 λ2 0
0 −λ3 0 λ3
0 0 −λ3 λ3
0 0 0 0
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Figura 4.2: Spazio degli stati di un sistema a 3 componenti.
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Figura 4.3: Configurazione serie a) e parallelo b) in un sistema a 2 componenti.

Per la connessione di tipo parallelo (Figura 4.3b), l’unico stato di guasto è lo stato
s4 = {0, 0}, per cui possiamo definire:

Nb = 3 Sb = { 1, 2, 3 } ; Ng = 1 Sg = { 4 } (4.4)

Si può integrare la Tabella 4.1 aggiungendo una colonna, per ogni configurazione,
in cui si eplicita la condizione del sistema (b =buono, g =guasto) nello stato cor-
rispondente (Tabella 4.3).

Example 4.4 - Sistema a tre componenti
Il grafo di Figura 4.2 rappresenta lo spazio degli stati per qualunque sistema con n =
3 componenti. L’attribuzione di ogni singolo stato di Tabella 4.2 al sottoinsieme Sb

Wu = {s1, s2, s3}
Wd = {s4}
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Two components case: serial system

For the series system instead we have:
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4.1. LO SPAZIO DEGLI STATI 75

con cui i componenti sono connessi nel sistema, si può sempre dire che, se i com-
ponenti sono binari (a due stati), il sistema può trovarsi in uno e uno solo dei
N = 22 = 4 possibili stati s1 = {0, 0} s2 = {0, 1} s3 = {1, 0} s4 = {1, 1}.
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Figura 4.1: Spazio degli stati di un sistema a 2 componenti.

Lo stato s1 = {1, 1} rappresenta la condizione in cui x1 = 1 e x2 = 1 (sia A1 che
A2 sono funzionanti), lo stato s2 = {0, 1} rappresenta la condizione in cui x0 = 1 e
x2 = 1 (A1 è guasto e A2 funziona), lo stato s3 = {1, 0} la condizione in cui x1 = 1
e x2 = 0 (A1 funziona e A2 è guasto) e, infine, lo stato s4 = {0, 0} la condizione
in cui x1 = 0 e x2 = 0 (sia A1 che A2 sono guasti). La Figura 4.1 rappresenta in
modo completo un sistema a due componenti e ogni sua possibile evoluzione. Gli
stati del sistema sono enumerati nella Tabella 4.1, ordinati in base al numero di
guasti dei componenti.

Example 4.2 - Sistema a tre componenti
In un sistema con n = 3 componenti, lo spazio degli stati avrà dimensione N =
23 = 8. L’elenco dei possibili stati del sistema, ordinati in base al numero di guasti,
è riportato nella Tabella 4.2, mentre la Figura (4.2) mostra lo spazio degli stati
nella forma di grafo etichettato.

Gli stati (s1, s2, . . . , sN ) dello spazio degli stati S formano un insieme esaustivo e
disgiunto. Esaustivo significa che il sistema deve trovarsi necessariamente in uno degli
stati contenuto in S; disgiunto significa che il sistema può trovarsi in uno e uno solo
stato.

Tutti gli stati di un sistema possono essere enumerati, individuando tutte le possibili
combinazioni dei valori della variabile binaria (xi = 0, 1) per gli n componenti. Rag-
gruppando gli stati, come nella Tabella 4.2, in funzione del numero di guasti e indicando
con Nk il numero di stati del sistema corrispondenti a k componenti guasti, si ha:

l1

l2
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Figura 4.2: Spazio degli stati di un sistema a 3 componenti.
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Figura 4.3: Configurazione serie a) e parallelo b) in un sistema a 2 componenti.

Per la connessione di tipo parallelo (Figura 4.3b), l’unico stato di guasto è lo stato
s4 = {0, 0}, per cui possiamo definire:

Nb = 3 Sb = { 1, 2, 3 } ; Ng = 1 Sg = { 4 } (4.4)

Si può integrare la Tabella 4.1 aggiungendo una colonna, per ogni configurazione,
in cui si eplicita la condizione del sistema (b =buono, g =guasto) nello stato cor-
rispondente (Tabella 4.3).

Example 4.4 - Sistema a tre componenti
Il grafo di Figura 4.2 rappresenta lo spazio degli stati per qualunque sistema con n =
3 componenti. L’attribuzione di ogni singolo stato di Tabella 4.2 al sottoinsieme Sb

Wu = {s1}
Wd = {s2, s3, s4}

Q =

−λ1 −λ2 λ1 λ2 0
0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0
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Two components case: serial system

The series model has three absorbing states, corresponding to the states 
in which the system is not working:

21

4.1. LO SPAZIO DEGLI STATI 75

con cui i componenti sono connessi nel sistema, si può sempre dire che, se i com-
ponenti sono binari (a due stati), il sistema può trovarsi in uno e uno solo dei
N = 22 = 4 possibili stati s1 = {0, 0} s2 = {0, 1} s3 = {1, 0} s4 = {1, 1}.
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Figura 4.1: Spazio degli stati di un sistema a 2 componenti.

Lo stato s1 = {1, 1} rappresenta la condizione in cui x1 = 1 e x2 = 1 (sia A1 che
A2 sono funzionanti), lo stato s2 = {0, 1} rappresenta la condizione in cui x0 = 1 e
x2 = 1 (A1 è guasto e A2 funziona), lo stato s3 = {1, 0} la condizione in cui x1 = 1
e x2 = 0 (A1 funziona e A2 è guasto) e, infine, lo stato s4 = {0, 0} la condizione
in cui x1 = 0 e x2 = 0 (sia A1 che A2 sono guasti). La Figura 4.1 rappresenta in
modo completo un sistema a due componenti e ogni sua possibile evoluzione. Gli
stati del sistema sono enumerati nella Tabella 4.1, ordinati in base al numero di
guasti dei componenti.

Example 4.2 - Sistema a tre componenti
In un sistema con n = 3 componenti, lo spazio degli stati avrà dimensione N =
23 = 8. L’elenco dei possibili stati del sistema, ordinati in base al numero di guasti,
è riportato nella Tabella 4.2, mentre la Figura (4.2) mostra lo spazio degli stati
nella forma di grafo etichettato.

Gli stati (s1, s2, . . . , sN ) dello spazio degli stati S formano un insieme esaustivo e
disgiunto. Esaustivo significa che il sistema deve trovarsi necessariamente in uno degli
stati contenuto in S; disgiunto significa che il sistema può trovarsi in uno e uno solo
stato.

Tutti gli stati di un sistema possono essere enumerati, individuando tutte le possibili
combinazioni dei valori della variabile binaria (xi = 0, 1) per gli n componenti. Rag-
gruppando gli stati, come nella Tabella 4.2, in funzione del numero di guasti e indicando
con Nk il numero di stati del sistema corrispondenti a k componenti guasti, si ha:

l1

l2

This may pose some difficulties, since the model is not ergodic, with 
several different strong components.

However, since all the failure states are equivalent and we are only 
interested in the sum of their probabilities, they can be grouped 
together in a single state.
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Lumping

State grouping is called lumping: for absorbing states it can be done 
using two simple rules.
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aA

bB

aA

bB

All the arcs that goes from a normal to an absorbing state, should be 
redirected to the single absorbing state (the lumped state).
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Lumping

23

a

A

b

Then, if there are states from which several arrows are directed to the 
lumped state, they can be fused in a single arc. The rate of this new 
arc must correspond to the sum of the rates of the initial arcs.

a+bA
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The serial case

Thus, after lumping, for the reliability of the series of two repairable 
components we have that:
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con cui i componenti sono connessi nel sistema, si può sempre dire che, se i com-
ponenti sono binari (a due stati), il sistema può trovarsi in uno e uno solo dei
N = 22 = 4 possibili stati s1 = {0, 0} s2 = {0, 1} s3 = {1, 0} s4 = {1, 1}.
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Figura 4.1: Spazio degli stati di un sistema a 2 componenti.

Lo stato s1 = {1, 1} rappresenta la condizione in cui x1 = 1 e x2 = 1 (sia A1 che
A2 sono funzionanti), lo stato s2 = {0, 1} rappresenta la condizione in cui x0 = 1 e
x2 = 1 (A1 è guasto e A2 funziona), lo stato s3 = {1, 0} la condizione in cui x1 = 1
e x2 = 0 (A1 funziona e A2 è guasto) e, infine, lo stato s4 = {0, 0} la condizione
in cui x1 = 0 e x2 = 0 (sia A1 che A2 sono guasti). La Figura 4.1 rappresenta in
modo completo un sistema a due componenti e ogni sua possibile evoluzione. Gli
stati del sistema sono enumerati nella Tabella 4.1, ordinati in base al numero di
guasti dei componenti.

Example 4.2 - Sistema a tre componenti
In un sistema con n = 3 componenti, lo spazio degli stati avrà dimensione N =
23 = 8. L’elenco dei possibili stati del sistema, ordinati in base al numero di guasti,
è riportato nella Tabella 4.2, mentre la Figura (4.2) mostra lo spazio degli stati
nella forma di grafo etichettato.

Gli stati (s1, s2, . . . , sN ) dello spazio degli stati S formano un insieme esaustivo e
disgiunto. Esaustivo significa che il sistema deve trovarsi necessariamente in uno degli
stati contenuto in S; disgiunto significa che il sistema può trovarsi in uno e uno solo
stato.

Tutti gli stati di un sistema possono essere enumerati, individuando tutte le possibili
combinazioni dei valori della variabile binaria (xi = 0, 1) per gli n componenti. Rag-
gruppando gli stati, come nella Tabella 4.2, in funzione del numero di guasti e indicando
con Nk il numero di stati del sistema corrispondenti a k componenti guasti, si ha:

l1

l2

Q =
−λ1 −λ2 λ1 +λ2
0 0

l1+l2
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Two components: reliability of a parallel repairable system

Let us now consider a two component repairable system, and compute 
the probability of uninterrupted service up to a time t.

This measure is relevant only for parallel systems, because for the serial 
case there is no difference with respect to the non-repairable case.

Again, we have to make the states where the system is not working 
(state s4) absorbing to “accumulate” probability once failure occurs.
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23 = 8. L’elenco dei possibili stati del sistema, ordinati in base al numero di guasti,
è riportato nella Tabella 4.2, mentre la Figura (4.2) mostra lo spazio degli stati
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Tutti gli stati di un sistema possono essere enumerati, individuando tutte le possibili
combinazioni dei valori della variabile binaria (xi = 0, 1) per gli n componenti. Rag-
gruppando gli stati, come nella Tabella 4.2, in funzione del numero di guasti e indicando
con Nk il numero di stati del sistema corrispondenti a k componenti guasti, si ha:

l1

l2

l2

l1

µ1

µ2
µ1

µ2

Wu = {s1, s2, s3}
Wd = {s4}

x

x
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Two components case

We then have:
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l1

l2

l2

l1

µ1

µ2
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Figura 4.2: Spazio degli stati di un sistema a 3 componenti.
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Figura 4.3: Configurazione serie a) e parallelo b) in un sistema a 2 componenti.

Per la connessione di tipo parallelo (Figura 4.3b), l’unico stato di guasto è lo stato
s4 = {0, 0}, per cui possiamo definire:

Nb = 3 Sb = { 1, 2, 3 } ; Ng = 1 Sg = { 4 } (4.4)

Si può integrare la Tabella 4.1 aggiungendo una colonna, per ogni configurazione,
in cui si eplicita la condizione del sistema (b =buono, g =guasto) nello stato cor-
rispondente (Tabella 4.3).

Example 4.4 - Sistema a tre componenti
Il grafo di Figura 4.2 rappresenta lo spazio degli stati per qualunque sistema con n =
3 componenti. L’attribuzione di ogni singolo stato di Tabella 4.2 al sottoinsieme Sb

Wu = {s1, s2, s3}
Wd = {s4}

Q =

−λ1 −λ2 λ1 λ2 0
µ1 −λ2 −µ1 0 λ2
µ2 0 −λ1µ2 λ1
0 0 0 0

-l1-µ2
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Distribution of the time to absorption

If we have a CTMC with a single absorbing state (let us imagine it is the 
last state), the distribution of the time to absorption F(t), can be 
computed with the matrix exponential using only the sub-matrix Q’
corresponding to non-absorbing states.
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Q =

−λ1 −λ2 λ1 λ2 0
0 −λ2 0 λ2
0 0 −λ1 λ1
0 0 0 0

F(t) =1−π '(0) ⋅eQ 't ⋅u

Q’
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Distribution of the time to absorption

p’(0) represents the initial state distribution, excluding the absorbing state.

If we imagine that the systems starts with all its components working, and that this 
is the first state, we have  p’(0)=(1, 0, … , 0) .

u = (1, … , 1)T is a column vector, with all elements equal to 1.

In this setting the reliability R(t) of the system can be computed as:
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F(t) =1−π '(0) ⋅eQ 't ⋅uQ =

−λ1 −λ2 λ1 λ2 0
0 −λ2 0 λ2
0 0 −λ1 λ1
0 0 0 0

Q’

R(t) = π '(0) ⋅eQ 't ⋅u
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Mean time to absorption

Similarly, the sub-matrix Q’ can be used to compute the mean time to 
absorption s.
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Q =

−λ1 −λ2 λ1 λ2 0
0 −λ2 0 λ2
0 0 −λ1 λ1
0 0 0 0

σ = −π '(0) ⋅ Q '( )−1 ⋅u

The mean time to failure (MTTF), can thus be considered equal to s :

Q’

MTTF =σ = −π '(0) ⋅ Q '( )−1 ⋅u
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Example implementation
30

MTTF1 = 10;
MTTF2 = 20;
MTTR1 = 2;
MTTR2 = 3;

l1 = 1/MTTF1;
l2 = 1/MTTF2;
m1 = 1/MTTR1;
m2 = 1/MTTR2;

Qp = [-l1-l2,  l1 ,  l2;
0  ,  -l2 ,   0;
0  ,   0  , -l1];

p0p = [1, 0, 0];

t = linspace(0,100,101);
u = ones(3,1);
for i=1:size(t,2)
R(1,i) = p0p * expm(Qp * t(i)) * u;

end

plot(t, R, "-")
MTTF = -p0p * inv(Qp) * u

(in this case, the same code will work 
both in Octave and Matlab)

Q =

−λ1 −λ2 λ1 λ2 0
0 −λ2 0 λ2
0 0 −λ1 λ1
0 0 0 0

Q’

π (0) = 1 0 0 0

p’(0)
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Examples: discussion

We can solve numerically the models of the five cases  just 
introduced (1 - series, 2 -parallel, 3 - parallel repairable, 4 -
parallel with rate change, 5 – parallel repairable with rate 
change) for l1=5, l2=3, l3=7, µ1=1, µ2=1.5

Q4 =

−8 5 3 0
0 −7 0 7
0 0 −7 7
0 0 0 0

Q2 =

−8 5 3 0
0 −3 0 3
0 0 −5 5
0 0 0 0

Q3 =

−8 5 3 0
1 −4 0 3
1.5 0 −6.5 5
0 0 0 0

Q1 =
−8 8
0 0

Q5 =

−8 5 3 0
1 −8 0 7
1.5 0 −8.5 7
0 0 0 0
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Examples: discussion

1 – series

2 – parallel

3 - parallel repairable

4 - parallel with rate change

5 – parallel repairable with rate change
§ for l1=5, l2=3, l3=7, µ1=10, µ2=15

Since the repair rates are 
comparable with the failure 
rates, even if they increase 
the lifetime of the system, 
their effectiveness is limited.

Rate change reduces 
significantly the lifetime of 
the system.

MTTF1 =  0.12500
MTTF2 =  0.40833
MTTF3 =  0.80606
MTTF4 =  0.26786
MTTF5 =  0.47471


